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间断伽辽金法(DGM)求解弹性地基梁问题 
 

艾智勇，王全胜，王  熹 

（同济大学 地下建筑与工程系 岩土及地下工程教育部重点实验室 上海 200092） 

 

摘  要：间断伽辽金法使用节点位移一类未知数作为测试函数，削弱了内部单元边界上的一阶及 n 阶导数的连续性，大大降

低了构造形函数的难度，特别适合控制方程为高阶微分方程问题的求解。基于间断伽辽金法的基本原理，推导了弹性地基梁

四阶微分控制方程的积分“弱”形式，编制了计算程序，进行了数值计算和收敛性分析。计算结果表明：用间断伽辽金法求

解弹性地基梁问题是十分有效率的。 
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Discontinuous Galerkin method for elastic foundation beam problems  
 

AI Zhi-yong,  WANG Quan-sheng,  WANG Xi 
(Department of Geotechnical Engineering，Key Laboratory of Geotechnical and Underground 

Engineering of Ministry of Education, Tongji University, Shanghai 200092, China) 
 

Abstract: Discontinuous Galerkin method(DGM) used node displacement approximations as trial functions, and weakened the 

continuity of first order and n-th order differential in the internal element boundary, reduced the difficulty to construct the shape 

functions, so this method is especially fit for solving the problem of higher order differential equation. Based on the principle of 
DGM, the integral weak form of the forth order differential control equation of elastic foundation beam is established. Numerical 

calculation and convergence analysis are carried out by the computer program. The results of calculation show that it is efficient for 

DGM to solve the elastic foundation beam problems. 
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1  引  言 
间断伽辽金法（DGM）是有限单元法的一支，

是使用完全不连续的分段多项式作为数值解以及测

试函数的一种有效的数值方法。间断伽辽金法

（DGM）最初由 Reed 和 Hill[1]在 1973 年提出，用

于解决中子的传送问题，随后 Lesaint[2]运用该方法

对水平对流方程进行数值分析。间断伽辽金法

（DGM）是使用完全不连续的分段多项式作为数值

解以及测试函数的一种有效数值方法。DGM 最初

由 Reed 和 Hill[1]在 1973 年提出，用于解决中子的

传输问题。随后 Lesaint[2]运用该方法对水平对流方

程进行数值分析。而后，该方法沉默了许多年，直

到 20 世纪 90 年代，又成为解决流体力学和电磁问

题的比较流行的方法。在这方面，Cockburn 和 Shu[3,4]

建立了Runge-Kutta DGM的一阶非线性双曲线守恒

法则，并给出了部分收敛性理论证明。Bey 和 Oden[5]

建立了 hp-DGM，并将它用于求解一阶导数问题。

近年来，Engel[7]等用连续/间断伽辽金法研究了结 
构和连续介质力学中的四阶椭圆形问题，并将该法

应用到薄板、梁和应变梯度弹性体等问题的分析中。 
间断伽辽金法（DGM）的优势主要体现在： 
（1）与传统有限单元法相比，其数值解在内部

单元边界上可以不连续，且不需要混合有限元中的

辅助变量，是一种具有稳定的收敛性的灵活方法。 
（2）对形函数和测试函数的选择方面更加简

易，能够构造高次的函数来描述应力和应变集中的

现象，从而避免了为了逼近真实解而不断细化单元



                              岩    土    力    学                                   2008 年 

而增加的计算压力，并且具有较高的计算精度。 
（3）特别适合于解决与时间关联的问题，因为

它的整体刚度矩阵是斜对角对称的，而且是非耦合

的，同时它可以提供高阶精确的光滑解。 
本文尝试用间断伽辽金法（DGM）求解控制方

程为四阶微分方程的弹性地基梁问题。 

2  DGM 积分“弱”形式 
广义弹性地基梁的控制方程为 
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式中：x 为沿着梁的长度方向坐标；EI 为梁的抗弯

刚度；为梁的挠度；c 为单位梁宽时的地基反力

系数； ( )f x 为作用在弹性地基梁上的荷载；g、h、
M、Q 分别为给定边界上的挠度、转角、弯矩、剪

力；为求解域；G g 、 hG 、 MG 、 QG 分别为挠度、

转角、弯矩和剪力的边界。 
将弹性地基梁剖分为 N 个单元，在上式乘以

后，进行分部积分，在任意的第 i 个单元中可得到： 

 , , ',

x xi i
xx x xxx xx ii

EI EI   



11

  

' '
1 1 1

d d dx x xi i i
xx xxx x xi i i

EI x c x f x    
  

      （2） 

式中：为与具有相同特性的关于 x 的函数。 
将各个单元在上相加得到： 
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将式（4）右端展开得到： 
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考虑到剪力在单元交界处相等，即
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则式（6）简化为 
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将式（5）右端展开得到： 
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记       , , ,
1
2xx xx xxEI x EI x EI x      ，用

 'xxEI x  表示，则式（9）可变为如下的形式： 
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式中：      , , ,x x xx x x        ； G 为梁内部单

元的边界。在式(2)右边加上 , ,
h

h h
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 ,xx x ，并将式（9）和式（10）代入，得到弹性

地基梁的 DGM 积分“弱”形式为 
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3  算例及收敛性分析  
3.1  算例 

如图 1 所示两端自由的弹性地基梁，长度为 29 
m，宽度为 3 m，梁的抗弯刚度为 1 545 700 kN∙m2，

地基的刚度系数为 5 000 kN/m3。 
图 1 所示问题，按式（1）得到的控制方程为 
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图 1  弹性地基梁的荷载作用示意图（单位: m） 

Fig.1  Sketch of elastic foundation beam 
under loads(unit: m) 

 
式中： 33 m 5 000 kN/mc  = 15 000 kN/m2 

按式（11）得到积分“弱”形式为 
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（14） 
为了方便计算取 16 个单元，得到弹性地基梁 

的位移曲线如图 2 所示。梁上 A、B、C 三点处沉降

量，见表 1。为了便于比较，在表 1 中还列出了其

他几种方法[8]的计算结果(表 1 中的单位为 m)。 

 
图 2  弹性地基梁的位移分布图 

Fig.2  Displacement distribution of 
elastic foundation beam 

 
表 1  不同方法得到的 A、B、C 三点沉降量（单位: m） 

Table 1  Settlements at the point A, B and C 
by different methods(unit: m) 

计算方法 A B C 

DGM (16 单元) -0.013 06 -0.013 80 -0.016 73 

节点弹簧法 (16 单元) -0.012 71 -0.013 90 -0.016 78 

虚功原理法 (16 单元) -0.013 07 -0.013 81 -0.016 75 

挠曲线法 (16 单元) -0.013 07 -0.013 81 -0.016 75 

由表 1 可见，DGM 的计算结果与其他传统有

限元法的计算结果十分接近，这表明：用间断伽辽

金法来求解弹性地基梁问题，是切实可行的，并具

有较高的精度。 
3.2  DGM 求解弹性地基梁问题的收敛性分析 

如图 3 所示，用两端自由中央受一集中力的弹

性地基梁来分析间断伽辽金法（DGM）的收敛性。

该弹性地基梁长度为 16 m，宽度为 3 m，梁的抗弯

刚度为 1 545 700 kN∙m2，地基的刚度系数为 5 000 
kN/m3。 

 

图 3  两端自由中央受一集中力时的弹性地基梁 
Fig.3  Elastic foundation beam under a middle point load 

 

如图 3 所示问题，按式（1）得到的控制方程为 
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定义两种绝对误差的表达式，对于绝对误差 1
（L2）： 

2
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对于绝对误差 2（H1）： 
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绝对误差的计算值，如表 2 所示。由表 2 可以

看出：数值解的误差很小，而且随着单元数的增加 
 

表 2  绝对误差计算结果  
Table 2  Calculated results of absolute errors 

绝对误差 
单位数目 

L2  H1 

2 0.000 896 51 0.001 217 70 

4 0.000 112 38 0.000 218 52 

8 1.005 6×10-5 3.100 1×10-5 

16 2.615 7×10-6 4.819 4×10-6 

32 2.310 2×10-6 2.544 7×10-6 
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而收敛；这说明用间断伽辽金法（DGM）来计算弹

性地基梁问题是十分有效率的。 

4  结  论 
本文基于间断伽辽金法（DGM）的基本原理，

推导出了弹性地基梁四阶微分控制方程的积分“弱”

形式，在此基础上编制了相应的计算程序，并进行

了数值计算和收敛性分析。计算分析表明： 
（1）用间断伽辽金法（DGM）来求解弹性地

基梁问题是切实可行的，并具有较高的精度。 
（2）间断伽辽金法（DGM）数值解的误差很

小，而且随着单元数的增加而收敛，这说明用 DGM
来计算弹性地基梁问题是十分有效率的。 

值得一提的是，本文运用间断伽辽金法（DGM）

对一维的弹性地基梁问题进行数值计算的初步研究

中，对 C0连续函数的选择所采用的方法，可以方便

地推广到二维的弹性地基板以及其他类似的二维和

多维问题的分析求解之中去。 
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